Lehrstuhl und Institut
fiir Stromungslehre
o. Prof. Dr.-Ing. H. Oertel

Losung der schriftlichen Priifung im Pflichtfach

Stromungslehre

Losung Aufgabe 1:
a) 1 Staupunkt bei z =0, y = 0. (Bedingung v = 0.)

b) Die dreidimensionale Energiegleichung lautet:

dy v
dz
Integration
C
y=—
x
Mit R.B. y(zp) =y,
_Tp-Yyp
x

Die Kurven sind Hyperbeln. Gleichung der Stromlinie durch P(-22):

4
y=—-
x
c) Fir z(t):
d
d—j =u=—-k-x-t
Integration

z(t) = Cy ezt

Mit R.B. z(t = 0) = zp folgt C; = zp. Ergebnis:

z(t) =zp - ookt
Fiir y(¢):
dy
=g _ k-y-t
dt Y
Integration

y(t) = Cy - o2kt

Mit R.B. y(t = 0) = yp folgt C2 = yp. Ergebnis:
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d) Aus

z(t) =xp- o3kt
folgt
1
-2 = = k.2
Tp 2
und aus
y(t) = yp -3
folgt
In A k-t
yp
Aus beiden Gleichungen folgt:
InZ +In— =0
yp rp
oder
y x
yp rp

Damit lautet die Gleichung

_zp-yp
X

Die Teilchenbahnen sind Hyperbeln, die nicht von der Zeit abhéngen, d. h. sie sind richtungs-
stationar.

e) Es gilt z(t =0) = 21 und z(t = At) = z2

rL=xp

Xo =Tp-e€ 3k(A)?
Daraus folgt:
To =71 - efé'k'(m)2
Nach At aufgelost:
At = 2 In 2
Z2



Losung Aufgabe 2:

S

a)

%e:? / )\I /’Y\\\ h5
L d24> -— — d3
R Zml ' y | )EK

Zur Losung konnen zuerst die Geschwindigkeiten an den Stelle 2 und 3 berechnet werden. Mit
der Bernoulli-Gleichung entlang eines Stromfadens von der Stelle 2 und 4 (s. Abb.) angewendet
ergeben sich:

c3 ‘i
P2t py =Patpy T pgha (1)

Die Bernoulli-Gleichung ist hier verlustlos geschrieben worden. Da die Strémung verlustfrei
ausstromt. Fiir dei Driicke ps und ps gilt: po = p3s = ps = ps = po, wobei py der Driick der
Atmosphiére ist. Die Geschwindigkeit ¢4 am Ende der Fonténe ist ungefdhr Null. Die Geschwin-
digkeit co gilt dann:

¢y = /2ghy = 12.522m/s (2)

Mit einem Stromfaden vom Punkt 3 bis Punkt 5 und die selbe Betrachtungen vorher gemacht
erhalt man fiir die Geschwindigkeit cs:

c3 = \/2ghs = 11.71324m /s 3)

Um die Verluste entlang des Rohrs zu betrachten, muss man die Innengeschwindigkeit kennen.
Unmittelbar vor der Verzweigung des Rohrs (Stelle 1 in Abb.) kann man diese Geschwindikeit
berechnen, mit einem Volumenstrom Bilanz. Mit der Konti-Gleichung erhalt man:

mD%¢; wd% Co 7Td§03

4 4 4 )

Wo ¢, ist die gesuchte Geschwindigkeit. Damit gilt es:

. d%CQ + d:%’63

Ta o = 6.2202864m/s (5)
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Um die Hohe hg zu bestimmen, kann man jetzt die Bernoulli-Gleichung mit Verlustglied entlang
eines Stromfadens von der Stelle 0 bis einer beliebigen Stelle 2 oder 3:

C2 C2
po+ pgo + pgho = p2 + p;z + Apy (6)

Die Verluste sind in Reibungsverluste und Kriimmerverluste unterteilt. Die Rohrreibungsverlu-
ste gelten Ap, g betragen Ap, p = Ar.(L/D) - (p/2-¢c3)+ (p/2 - c3) - (2 und die Verluste in dem
Kriimmer gilt p/2 - c?) - (k1. Die enzige unbekannte in der Gleichung (6) ist hg. Die Gescwin-
digkeit cg ist Null. Da der Wasserspiegel konstant bleibt. Fiir die statischen Driicke gilt pg =
p2. Man erhalt dann:

A Ly. p . .2 L. 2) . L. 2.
o= L2 2elp) +p(92 @@t G A g g7, (7)

Um der statischen Druck zu berechnen muss man zuerst die Geschwindigkeit in den Rohr der
Lange [ berechnen. Mit der Hilfe der Konti-Gleichung ergibt sich:

—CM = —303 (8)
wo c)y ist die gesuchte Geschwindigkeit. Man erhalt:

2

ds
—=c3 = 4.2167664m /s 9)

CN — D2

Mit der Anwendung der Bernoulli-Gleichung entlang eines Stromfadens von der Stelle M zur
Stelle 3 hat man:

2 2
PCyM

pM+T:p3+73+APM3 (10)
wo die Verluste gelten:
2
Appr—s = (—=)(—=— 11
pyv—3 = ( 9 ) D ) - 63 (11)
So erhalt man fiir den gesuchten Druck:
par = 210013.1571Pa (12)
Die Leistung der Pumpe Lp berechnet sich aus:
Lp=VAlp (13)

Die Pumpe ist Verlustfrei und die Eintrittsgeschwindikeit an der Stelle a ist gleich die Aus-
trittsgechwindigkeit ¢;. Mit der Anwendung der Bernoulli-Gleichung entlang eines Stromfaden
von Stelle P zur Stelle a erhalt man:

2 2

C C
pp+ P;l =DPa + p;l + pgho — Alp (14)

Da gilt es fiir den Druck pa: p, = p0 + pghg. Die Energiezufuhr gilt dann:



Alp = pg — pp + pgho = 574006 Pa (15)

Die Volumenstrom V berechnet sich aus:

. D2
V= ”4 c1 = 0.012207312m3 /s (16)

Die Leistung der Pumpe gilt denn:

Lp =VAlp =7007.07TW (17)

d) Um zu bestimmen ob die Stréomung in dem Rohr der Lénge L laminar oder turbulent ist, muss
man die Reynoldszahl beziiglich die Geschwindigkeit ¢; berehnen. Nach die Definition hat man:

aD _ werD
v P

Re =

= 311014.32 > 2300 (18)

wo v = p/p. Die Strémung ist dann turbulent.



Losung Aufgabe 3:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Gs, Gw
/ i 7
Kontrollraum

Fcl Fc2
pl*Al p2*A2
l'c mazx
a‘) 62(5) = % © S5+ % ' C2max

b) V =A-c=konstant! = Ay -¢] = [ ea(s)dA
A

. b3
V=h-[ (e - s+ L Comag) ds
0

2,1 bs
:h[cimﬁs +§'62maa:'m}0

:h'(i'c2maa:'b3+%'62max'b3)

3
—Z'h'CQmaa:'bB

4V
= Comax = 3b3h

£y
=
S|
~—
(oW
N

c¢) Impulssatz allgemein:  F.=— [p-
A



Fa=[p-&° hdz C1=(c°1)

Fclzp-h-b1-612

- 2
Fo=[p-ca(z) -h-dax €2 = (*C%z))

bs
Fc2 :phf(céryé:z 'm+%'62max)2d$
0

by 5 2
_ €3 2 €3 1. .2
—p-h-‘of(4fg:§-m + BB T+ g Cgg) AT

3 1.3, ¢ 2,1 .2 bs
:ph[(ﬁﬁgm _{_ﬁgzm +Zc2mam‘r:|0

=p-h- (%'%'c%mam'b3+%'c%max'b?’—i_%'c%max'b?’%)
:>F02:1—72'P'h‘b3'cgmax:g—g'ﬂ'h‘%

Kréftebilanz in y-Richtung:

Y =0=F,

Iy =0=(p1—po) A1+ Fa+Fa+F

Ay =b1-h

= Fy=—{p1—po) b1 -h—Fo —Fp

=>Fy:—(]91—190)'51'h—P‘h'bl-q?—%-p-h‘._/—;3
Kréftebilanz in z-Richtung:

>F,=0=F,—-G-Gw

=F,=-G-V-p-g



d) Berechnung des Moments M,

,
;
,
/
|
|

Kontrollraum

B

Momentenbilanz um Punkt A:

Impulssatz allgemein: M =— [p-(Fx¢)- (7 -1)dA n= <91)
A 0

ZMZOZMz+Mp1+Mcl+M02

Mp=(p1—po)-Ar-ri=(p1—po)-h-li-r1=5%-(p1—po)-h-B

Ma=—[p-(Fxa)- (v -n)dA r:(g)

Zur Vereinfachung: a = [y + I3

bs
Mcz:p-h-f(%-$+%‘CQmax)Q'(a+r)dr
0



2 2
=p hbf(cjrgsg T2+C22maz 'T+%'C%mam)'(a+7ﬁ)dr
— B - max a 4 —2maz
p 0/(4 b32 2 b3

2 2
c 1 c
p.h'|:2maaz‘_‘r3_a 2maa:‘7,2‘

2 2
c5 1 4 o 3 1 1
+”'h'[4.¢ﬁ'zr TGy T T e g
2 2
c 1 1
—0p-h- 2mam‘__b3‘ Cmax b2 L2
p <4.b32 30T Y, tq Cmar

C% 1 4 %
- mar  — “2maz b
P <4.b32 1% TG,

:>MC2:p'h'C%mam'(a'b3'(1_12+i+i)+b32

iMczzp-h'C%mam-bg (172 CL—|—4g b3)

= My = M + M ‘|‘Mp1 +Mp2

1
+ =

(5 +5+5)

A chax : 5 '



Losung Aufgabe 4:

a) Ausgehen von quasi-stationérer turbulenter Strémung und Reynoldsansatz

T muf so gewéhlt werden, dass die Schwankungsgréfien herausgemittelt werden. Scheinbare
Normal- und Schubspannungen: Zuséatzlicher Term durch Quer- und Léngsimpulsaustausch und

nicht durch molekulare Viskositét.

b)
—pu?2  —pu  —puw'd
—puv'  —pv2 —pw't’
—puw’  —pw’  —pw'?

(L + 9y g (2 %—Z’j’) 200 (2L)

d) Prandtlscher Mischungswegansatz
e) K=0.01 \/22: s = K?

in (4) -> 4 =-

S

+%=0

- _ 1 1 C
>Vi=mE\V e e

—du (1 1 _ C
‘>')’—c1r—(21<i 1K? K2>

Losen der DGL und Einsetzen der Randbedingung

> ou(r)= iz (1 VT —4C)%- (r — R)

10
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Losung Aufgabe 5:

a) Machzahl Bestimmung am Eingang: Gleichung (2.73, Seite 91) und (2.75, Seite 92)

Ce,1
M. := ——— =031 1
6,1 \/m ( )
Ce2
Mo = —2=— =05 2
e,2 m (2)
b) Machzahl Bestimmung an engster Stelle: Da Isentrop: Gleichung (2.79, Seite 97)

am1 = \/kRTm1 = 310.54ms™" (3)
am2 = \/KkRTma = 313.756ms ™! (4)

2 2 2 2

Ce,l ae,l o Cm,l am,l

2 TR-1 2 r-1 (5)

c? a? 2 a2
e,2 + e,2 _ m,2 + m,2 (6)

2 k—1 2 k—1
BEKANNT: ¢ 1, ae,1 und a,, fir LD1 und c. 2, .2 und a,,» fiir LD2

2%R(Ty, — T
e = 12, + 20 = Tim) G
¢ma = 301.95ms ™ (8)
My =L —0.97 (9)
m,1
2R (Ty, — T
i = 1 2y 202~ Lo (10)
Cm2 = 313.75ms ™! (11)
Mpo = 22 — 1.0 (12)
Qm,2

c) Machzahl Bestimmung an der Stelle mit A;; und A
Weg: Ideale Gas-Glg. direkt unter Glg.(2.79 Seite 97), isentrope Gleichung (2.84, Seite 98)

p= RpT (13)
Pe,1 = 0,943bar (14)
Pei _ (1+“T_1Mt2,1)ﬁ 1)
Dt 1 + %M371
k—1 Pe1\ it k—1
e, K
L4+ =M = ( - ) (1 + 5 M3,1> (16)
M1 =0,5 (17)
DPe2 = Rpe,2Te,2 (18)
Pe,2 = 2,63bar (19)
Pt _ (1+HTIM152,2)~51 (20)
Pe2 1+ 55 M2,
k—1 Pea\ it k—1
€, K
L4 25— M7, = (E) (1 + 5 M372> (21)
My =15 (22)

11



d) Ruhegrossen bei Isentropie Gleichung (2.82, 2.84 auf Seite 98)

-1

K
Tor =T (1+ > MZ,) (23)
T, = 285, 38K (24)
Tpr\ i
Pyy = P (T—D ' (25)
€,
P, 1 = lbar (26)
k—1
T, = T672<1 + 55 M372> (27)
Tpo = 294K (28)
To2\ w1
Py = pe,Q(TLz) ! (29)
67
P, s = 3,12bar (30)

e) LDI1 kein Stoss: Bernoulli Staudruck ist Summe vom statischen und dynamischen Anteil, LD2
Stoss-Glg. wegen Uberschall vor Pitot-Rohr
Fiir LD1:
durch pe 1 und c. 1 gegeben:

Ps,l = Pe,l + p;’lcg,l (31)
P 1 = 1bar (32)

Die Staupunkttemperatur ist bei dem isentropen Ubergang die Ruhe-Temperatur Ts1=To1 =
285K

Fiir LD2 sind nicht-isentrope Stoss-Glg. relevant. Konvention: alle Grossen nach Stoss haben
jeweils ein Dach
Der Druck nach dem Stoss ergibt sich aus Glg.(2.94, Seite 108)

PSQ 2K 2
= =14+ —(M;5—1
5= (M2 = ) (33)

P, 5 = 2,09ar (34)

Die Temperatur nach dem Stoss ergibt sich aus Glg.(2.95, Seite 108)

TS’Q QK(MtZQ - 1)

(250 ) o

Um die Temperatur vor Stoss zu berechnen:

-1
Too="1T; (1 + KTMEQ) (37)
T, = 202, 76K (38)

Ty = 267,63K (39)

12



f) kompressibel, reibungsfrei, stationér

g) Gegendruck = p; damit es isentrop bleibt und kein V.Stoss entsteht

13



Losung Aufgabe 6:

a) Die dreidimensionale Kontinuitétsgleichung lautet:

Op  Op-u)  Op-v) Op-w)

=0 1
ot ox oy 0z (1)
Die Stromung ist eben, d. h.:
0 0?
= =2 =0, v=0 2
oy Oyt @)
Die Strémung ist stationdr und damit gilt:
0
i 0 . (3)
Damit folgt aus (1):
op ou  O(p-w)
R _ = . 4:
“awttat e 0 @)

Die Strémung ist in x-Richtung ausgebildet, d. h. die Geschwindigkeitskomponenten &ndern
sich in z-Richtung nicht:

Ou Ov  Ow ?u 0% Dw

or B 0r 02 0 0 0 )
Mit den Gleichungen (2) und (5) und p(z) # f(z) folgt aus (4):
d(p-w)
P 0 . (6)

Daraus folgt p - w = C mit der Intergrationskonstanten C. An den Wénden gilt die Haftbedin-
gung, d. h. w(z =0) =w(z =s) =0bzw p(z =0) -w(z =0) = p(z = s) - w(z = s) = 0. Die
Losung (6) in die Randbedingung eingesetzt fiihrt zu p(z) - w(z) = 0 bzw. zu w(z) = 0.

b) Die dreidimensionale Energiegleichung lautet:

. @4_ .%4_ '%—F % — 3 )\.8_T i A 3_T _|_é A.a_T
P ot ™" 0 "oy T 02) T \os (3$ * oy a 92 1" 9z
B 3u+8v+8w n n 2
+ @4_@ + 3w+3v + @+8_w _2. @_F@_i_a_w ’ (7)
ox Oy oy Oz 0z Oz 3 \0x Oy 0Oz ’

Mit A = konst., der Vernachléssigung der Dissipation & = 0, keiner weiteren Warmezu -oder
abfuhr ¢s = 0, w = 0 und den Gleichungen (2) und (3) folgt daraus:

P or 0x2 = 022 P o -

Mit Gleichung (4) und 7T'(z) # f(x) folgt daraus:

Oe 0T
prucgo=Aom 9)

14



Fiir Wasser gilt e = ¢, - T' mit ¢, = konst... Damit ergibt sich:

oT T
p.u.cv._: P

ox 022

Damit ergibt sich mit einem in z-Richtung ausgebildetes Temperaturprofil ( 97'/0z) = 0:

A
- dz2

o
dz2

Die Integration dieser Gleichung liefert:

T(z) =Cy -2+ Cq

Mit den Randbedingungen 7'(z = 0) = 77 und T'(z = s) = T» ergibt sich die Losung:

z
T(Z) = (T2 — Tl) . ; + T3
Fiir die Dichte folgt damit:
1 z
p(2) = pm + - <§-(T1+T2)— (TZ_Tl)'g —T1>

und nach einer Umformung:

1 z
= pm AT —T) - [ - =2
) = pmta (1= i)« (5 - 2)
Die dreidimensionalen Navier-Stokes-Gleichungen lauten:
@_{_u @—{—U @_{_w@ — f_@+ . @_}_@ @
P\ ot o By 92) — 1T o TH \o2 T a2 T92)
@‘FU'@‘F’U'@"F?U'@ — f—@"i‘ . @4_8_20 @
P\ ot o By 9-) — v oy TH \G2 Tar T 2)
3_w+ 8_w+ 3_w+w 8_?1) — f _@+ . 82?1} 32w 3211}
Prlar 7% 9z T oy 82) — T TH \ a2 T 92 T 922

Mit Gleichung (2), (3), (5) und w = 0 folgt:

dp 0%u
0 = fm—%+,u'ﬁ ;
O = fy Y

dp
0 = fz_a

(11)

(12)

(13)

(14)

Als Massenkraft tritt nur die Schwerkraft in negative z-Richtung auf, sodass gilt f, = f, =0
und f, = —p - g. Wegen der ausgebildeten Stromung ist u keine Funktion von z und wegen der
ebenen Stromung keine Funktion von y. Damit gilt u = u(z) und Ou/0dz = du/dz. Eingesetzt

ergibt sich:

op d?u
or M'@ )
0 = 0 ,

p

92 = —pP-g



Gleichung (19) féllt weg. Aus Gleichung (18) ergibt sich:

d®u 1 Op

S _ 2 P onst.
dz2 pu Ox ons

Damit ist Op/0z keine Funktion von z. Damit kann die Gleichung 2 mal intergriert werden und
es ergibt sich:
1 Jp

= 224+C3-24+Cy . (21)

w2 =5 5

Die Haftbedingung als Randbedingung ergibt an der unteren Wand u(z = 0) = 0. Daraus folgt
C4 = 0. An der oberen Wand ergibt sich mit der Haftbedingung u(z = s) = U. Eingesetzt in
Gleichung (21) folgt mit C4 = 0:

1 8p ‘52

C?’:s 2-,u'3x

C3 eingesetzt in (21) ergibt fiir die Geschwindigkeit in Abhéngigkeit von Op70z:

Lo

= P 2_g. 2
=5 % (2*—s5-2)4+U . (22)

S

u(z)

Wegen der ebenen Stromung kann der Druck p keine Funktion von y sein. Aus Gleichung (20)
folgt damit durch partielle Integration:

p(w.2) = —p-g-z+h(z) . (23)

Dabei ist h eine noch zu bestimmende Funktion die nur von x abhéingt. Setzt man Gleichung
(23) jetzt in Gleichung (22) ein erhélt man:

1 dh

u(z):ﬂa(z —s-z)—i—U-E . (24)

Mit der Randbedingung, dass die Geschwindigkeit in der Mitte des Kanals gleich Null sein soll
(u(z =s/2) =0 ) folgt aus Gleichung (24):

dh
——4.U-
dx U-n
Die Integration dieser Gleichung fiihrt zu:
h(z)=4-U-p-24+Cs . (25)

Gleichung (25) eingesetzt in Gleichung (23) ergibt fiir die Druckverteilung:
p(r,z)=—p-g-24+4-U-p-2+Cs . (26)

Die Bedingung, dass der Druck an der Stelle 1 der unteren Wand gleich p; ist fithrt auf die
Randbedingung p(z = 0,z = 0) = p;. Eingesetzt in Gleichung (26) folgt C5 = p;. Damit ergibt
sich die Druckverteilung im Kanal zu:

p(z,2)=p1+4-U-p-x—p-g-2 . (27)
Die Haftbedingung ergibt u(z = s) = U und u(z = 0) = 0. In der Mitte des Kanal ist die

Geschwindigkeit Null u(z = s/2) = 0. Die Losung der Geschwindigkeit u(z) (Gleichung (21))
ist eine Parabel. Damit ergibt sich folgende Skizze des Geschwindigkeitsprofils u(z):

16



f) Der Druck an der Stelle 2 in der Stromung ergibt sich iiber po = p(x = L,z = s/2):
1
pr=p1+4-U-p-L—c-p-g-s

g) Das Ergebnis andert sich nicht, da die Dissipationsterme in der Energiegleichung vernachléssigt
werden und somit keine Geschwindigkeitsabhéngigkeit der Losung auftritt.
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